O,
ZESTAW /V

@ Niech (X, d) bedzie przestrzenia metr gzna{i niech, dla A C X, d4 bedzie

funkcja okreslony wzeove g ({A X = W+ 2 d()(‘/y) ‘Y £A T 5 ‘
(A) Wykazaé, ze jesli A,B C 2( 1_(7/%%3 QT 0 = AN B, to zbiér otwarty
= {x:d. zawiera A i = {l.

. (B){:i’\/ydlja(éi)c,ig Sé?é)r}S C X jest spéjny mftgdy 1 tylko wtedy, gdy dla k'a.Zdiago

zbioru otwartego U C X, jesli S przecina U i X \ U, to S przecina tez brzeg

bdU = U \ U zbioru U.

B

e

U{(z,y)ER2:$:%orazO<y<1}.

Wykazaé, ze X = AUAU. . | jest spojnym podzbiorem plaszczyzny euklidesowe;.

\@ Av={(2,9) €R®:a® + 3 = (1) 5 < 0 1ub y<oju

Podaé¢ przyklad domknietego, spojnego zbioru w R?, ktory jest suma przeli-
czalnie wielu parami roztacznych niepustych zbioréw domknietych (taki zh
moze by¢ jednoczegnie ograniczony).

Wskazéwka. Niech f,, : [0,1] — R bedzie funkejg okredlona nastepujaco: jesli
x nalezy do [mlﬂ, <lim < n to Io(&) = niw— mil)(# — ), dla pozostalych
z, Jul#) = 0. Zdefiniowad An = {(z,y,0) : 22 + i = 1jmP 5 & 0 lnb y< 0}uU
0O A/mE xRS (19, ) 0 < y < 1) roupatizye X < ({{0, 0 x B
A

= STt

i6r nie

@ - Wykazaé, ze w przestrzeni zwartej (X, 7), zstepujacy cigg domknietych zbio-
16w spéjnych ma spojne przeciecie. Pokazaé, ze zalozenie zwartosci jest istotne.
Wskazdwka. Zalozyé, ze przeciecie C' ma rozklad C = 4 | B, gdzie A, B sq
domkniete, rgziaczne i PO{CUZQ o , Ze 1‘56'—//;;@;(5 0 Fuavte 2biovy vos L,

u \/ w )‘:‘l 7[’62 /Ci‘é )Z@ /4 C {2/ /-%/C \/ J

Wykazaé, ze zwarta przestrzen metryczna (X, d) jest spojna wtedy i tvlko
wtedy, gdy dla kazdej pary punktéw a,be Xie>0 istnieja punkty ay, . .. a, €
takie, ze a1 = a, a,, = b | d(a;, a1) < & dla i = 1.2, ..n—1.

e ———

n=1([0,1] x {=1/n})

jest spdiny, ale nie jest tukowo spéiny.

Wykazaé, ze przestrzen X — R2 \ A powstala z usuniecia z plaszezyzny
euklidesowej zbioru przeliczalnego A jest tukowo spdjna.

‘ @ , : POkazami S eeee—— ——
A Uff:l({l/n} x [0, 1]) UU?:N[‘LOJ % {l/n}) UUZiN{*l/n} x {_170]) U

Niech (X, 7Ty) i (Y, 7y ) beda spéjnymi przestrzeniami topologicznymi, niech
( g ’ A C X iniech [ : X \A — Y (funkcja J nie musi by¢ ciagglta). Wykazaé, ze
jesliA=X toS=AxYU {(b, f(0):be (X \ A)} jest spéjnym podzbiorem

iloczynu kartezjanskiego X x V.

1

Niech (X, 7x) bedzie przestrzenia spjng, (Y, 7y ) - zwartg przestrzenia spéjna
1 f:U — Y cigglym przeksztalceniem okreslonym na otwartej podprzestrzeni
przestrzeni X. Pokazad, ze S = (X \U)xY U {(u, f(w)) : u € U} jest spéj-
nym podzbiorem iloczynu kartezjanskiego X x Y. Pokazaé, ze zaréwno zalozenie
zwartosci Y, jak i ciaglosci f jest istotne.

e S




Wykazac, Ze w spdjnej przestrzeni metryzowalnej, majacej co najmniej dwa
punkty, kazda kula jest nieprzeliczalna.

Niech (X x Y, 7T) bedzie iloczynem kartezjaiskim spéjnyceh przestrzeni me-
Lryzowaluy ch z ktorych kazda ma co najinniej dwa punkty. Wykazaé, zc dopel-
nienie (X x Y)Y A dowolnego zbioru przeliczalnego jest spoine.

Wskazdwka. Skorzystaé z Zadania | O.

* Funkeja f 1 R — R ma whasnosé Darboux, jeshi dla kazdej pary punktéw
§ < {1 liczby r lezace] miedzy f{s) 1 f(?) istnieje u € [s.{] takie, 7e flu) = r.
= s B Jest spé,]n\\rm

Wrykazaé, ze jedi wykres {{x, f(x)) : © € R} funkeji f -
podzbiorem plaszezyveny, 1o f ma wlasnodé Darboux.

(A) Niech f : R — R bedzie funkeja » wlasnoseig Darboux (zob. Zadanie
4.12). Wykazaé, ze jedli dla kazdego zbiorn domknietego F ¢ R (Jl)(,..]ff:(‘lf_’. fir
{7 — R jest ciagle w pewnym punkeie, to wykves funkeji [ jest spodiny.
(B) Wykazaé, ze wykres pochodnej f’ funkeji rozmiczkowalnej f: R — R jest
8] {")J ny.
Wskazowka. Skorzystac z faktu. ze pochodna f' ma wlasnosé Darboux, [/(1) =

. (i fit) : e ez
lizn,, A +'1 ' orazz  Laclapre /5 2 Jdes fowu L,

"/:é’; \} Ustawié wazystkic nictrywialne przedziaty otwarte o koncach wyniernyeh
Q_i/ na prostej R w ciag Jy, Jo, ..., wybraé indukeyjnie zbiory Cantora €, < J,. %
(C1u.. Ll (-'Q,_ﬂ I okredli¢c [ R — R tak, zeby [{{) £ ¢ dla kazdego ¢ € K, oraz
f(C,) = B, Pokazad, ze f ma wlasnodé Darboux, ale nie ma spojnego wykresu.
- % o e (LY =1 f TR S 1 i
{!S:) Nicclt w,, = (2. 0), =12 . by, = a2 aoms 1,2, ... L niech
: = X =01 x {0} UU{I{an. bpp) cym = 1,2, .},

gdzie {(a, b) jest odeinkiem o koricach a. b na plaszezvzuie.

(A) Wykazad, 7e jedli /' C X jest zbiorem spdjuym, otwartym w podprzestrzeni
X pla%zu\ zny i (0,0) _( to (1,0) e U

(B) Wykazaé, ze dla kazdmu otoczenia V punktu (00, 0) w przestrzeni X istnieje
spojne otoczenie tego punktu w X zawarte w V.

Znalezé maksymalna liczbe parami niehomeomorficznych przestrzeni
spéinveh, » i{‘rc’)rvch kazda jest podzblorem plaszezvzny euklidesowe]. bedacym
suma nie wiecej niz trzech domknietyeh odeinkdéw euklidesowych.

Dla kazdej Hezby catkowitej 7. niech S; bedzie okregiem na plaszezyinie o
2 Y . At " . . }
srodku w punkeie (4, 4) I promieniu §, oraz [ = {j} % [0, 1}. Niech

X=®&x{opuJs vl
izl

J<0

Y o= (& x {0 U U LUusSsulJ I,

beda podprzestrzeniami plaszezyeny Hukhrlmn\\c Wrykazaé, Ze istnieje ciggle
i réznowartodciowe przeksztateenie X na Y, istnieje ciagle 1 roznowartosciowe
przeksztatcenie Y na X, ale przestrzenie X 1Y nie sg homeomorficzne.

Niech [.¢9.h : X — X Dbeda caglymi przeksztateeniami pl‘;/e’*%ﬂ'ﬂ"ﬂi
(X, 7T) wprosta rzeczywista 1 S, = {(s,1) € R% 1 (s— f(0))2+{t—g(x))® =

sp hjnej
()%}, Wykazaé, ze § = U,cx S, jest spdjnyni podzbiorem pldb/.k]}ZH}.




@

Niech [ =

] ap € [, n = 1.2.... 1 niech X bedzie zbiorem na plasz-
czyziie (‘uklldesox\ ©] oplsany foux uta
i I
— j kS 1':]1[,_) U [ X 'L_J'l J U{fly“ X ]"‘j;}'l

=1 fpe=i
(A) Wykazaé. ze zhidr X jest spojny.
(B) Wykazaé, ze zbidr X jest tukowo spojny wtedy i tviko wtedy. gdy cigg
(@ )nem jest zbiezny.

R . .
3 R

Niech o = {(0,0)}, b = {{1.0)} i niech ¥ = {a. b} ¢ JURM0.1] = {1}
bedzie podprzesirzeniy plaszezyzny cuklidesow €],
{A) Wyznaczyé sktadowe przestrzeni A
(B} Wykazaé, ze X nic jest homeomorficzna z Vo= X 3 {a}. Czy X jest home-
omorficzna 2 p!zekfuenm Z =Y U{(1/2.0}1} 107,pah}\\r_mc1 jako ]mdplzeatrzeﬁ
plaszezyzny euklidesowe;?

EN

Niech [ : X — R bedzie funkejy olﬂhlond na przestizeni topologiczne;
(X. 7). Wykazaé, ze zbiér E(f) = {le.) e X xR : flx) t} jest domkniety
w iloczynie kmtoqa.nsklm (X.7) i prostej eukhdesowej wtedy 1 tylko wtedy, gdy
funkeja f jest potciagha z dohu.

Niech f 1 A — {1.2] bedzie funkejy ciggla na domkuiete] podprzestrzeni
przestrzeni metryeznej (X, d). Wykazad. ze (zob. formule 1.6 6 {11

a) = { mfen S5, jesliv e X\ 4,
- Ji€} jedli v € A,
jest funl\cm ciagly F: X — | 2;. przedinzajaca funkeje f.
5 Niech hpl{r) = infocp(fla)d{z, a)). E C A. Dla Umaiunvgo ped
!
i

= &

e > 0 wybrad » > 0 tak, zeby | f{a) — fp < s jesli o € AN Blpa

< T2,

¢ Zauwazy¢, ze dla « € B{p, rid). haelx) > 3r/d, oraz Fp)e f(“r D) <

a wiee ha(z) = /r( (). \\\\\nxusL(N'aL stad. ze dla x € B(p,r/4)\ A, mamy
{,”p? —eldalm) € hylx) = helx) < (fp) = 2)da(2), a zatem, poniewaz h{x) =
J(z)dalx }: |;‘k1 —flp)l < 2. mnhasc [ w punktach X A wyprowadzié z ciaglosa

h na X A. Szezegdlowe uzasadnicnie mozna /nalu( w kslgzee J. Diendonné.
1“0;111(1,1t101;~ of Modern Analvsis, dowdd Twierdzenia 4.5.1.

Niech ¢ : X' — [0.1] bedrie funkeja pohidcrla 7 dofu na pueatuem 11ie-
U\{;’no; (X.,d). W \kfua(' ze istnieja funkcje clagle f/; < f, < ... na X " takie, ze
gz} == ns, f,, x), dla € X.

Wskazowka. Zauwas 'n zu jesli o jest fnnk(Ja charaktervstyezng zhioru £
{rg(r) >4} to g—-+g Ler+. . o) < g 1sprawdzié, ze o jest prmkm g
mldmr_.q nieralejacego (.1‘ 12U hmkc; quiy ch Jim{2) = min{m . d\ 0,

M 17‘40“’45/ Dmaoéf(‘

Dla funkeji ograniczonej f : X — B okreslonej na przestrzeni melrveznej
(X, d) prayjmijmy
r~ lim, sup{f{y):y e Bf 21}, F=lim, inf{ f{y):y = Bz, =1}
74 ’\
(A) Pokazac. 7e funkcja /‘ To.r pol(irloia z gory, a funl \.(‘U [ Jest péleiggta 2

niu(/bof(:oqzbsc 2 oty f NhanG 26 — f /es///co/q<7(9;o(o/ /
1

(B) Niech g; X — R Deda funkejami ogranic ZONYI na przestrzeni metryvez
nej (X, d} takimi, 7e g < I \\ vkazac, Ze nastepujace warunki 84 rOwnowazne:

() ¥<7

(ii) istnieje funkcja cigela /1 X — R taka, ze g < [

(iii) dla kazdej pary liczb a < b, zbiory {z:g(x) > b} i {w: hia) < w} maja

roztgezne domkniecia.

P Perctirio Michaek o dc’/f'ljv%.

(1) =2 (7)) pobasme, W?q
Pl "17&3 A(x)7 /%7 feleisgle 2 Aoke 15, v



